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Se ha sugerido desde hace ya varios años, que el caos juega un papel importan-
te en ecoloǵıa, principalmente en la dinámica de poblaciones (May 1974, Simberloff
1982); también que las fluctuaciones en poblaciones animales son el resultado de fuer-
zas dinámicas no lineales [7]. Sin embargo, estas ideas en general, han resultado ser
dif́ıciles de probar, por lo que el estudio de sistemas dinámicos complejos, es decir, sis-
temas que tienen un comportamiento caótico, ha despertado gran interés en las últimas
décadas en ecoloǵıa. Existen muchos ejemplos en donde el comportamiento del sistema
es caótico, pero ejemplos en donde la conexión con problemas reales es escasa; ejemplos
t́ıpicos son los mapeos cuadráticos y los mapeos loǵısticos.
El principal objetivo de este trabajo es mostrar la presencia de caos en el sistema
dinámico que describe la evolución del ciclo vida de una especie animal que presenta
canibalismo, el escarabajo de harina de la especie Tribolium Castaneum. Este sistema
además de presentar interesantes fluctuaciones en las distintas fases del ciclo de vida,
permite mostrar la conexión que existe entre matemáticas y bioloǵıa.
Otro de los propósitos es este trabajo es el poder describir y entender, tanto como
es posible, el comportamiento a largo plazo de los estados del sistema en estudio. El
análisis gráfico juega un papel fundamental y, una de las gráficas que se van a usar con
frecuencia a lo largo del trabajo, para visualizar las soluciones del sistema es la deno-
minada serie de tiempo, que consiste en una representación de las variables de estado
como función del tiempo, donde el eje horizontal representa el tiempo y el vertical la
etapa de población particular que se esté analizando.
En el primer caṕıtulo se describen algunas caracteŕısticas del insecto Tribolium y al-
gunas de las razones por las cuales es tan estudiado. Se presenta el modelo, denomi-
nado LPA, sigla debida a las fases en el ciclo de vida del escarabajo: Larvas, Pupas y
Adultos, que describe en un sistema de tres ecuaciones en diferencia, la dinámica de
su evolución. Por último se analiza la dinámica del modelo en ausencia del canibalismo.
En el segundo caṕıtulo se analizan la dinámica del modelo LPA, incluyendo el caniba-
lismo. Se estudian anaĺıticamente los puntos de equilibrio y su estabilidad en algunos
casos, numéricamente en otros. Se trazan los diagramas de bifurcación, tomando como
v
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parámetro de bifurcación diferentes parámetros del sistema, tal como la tasa de muerte
en la etapa adulta entre otros. Por último, se calculan numéricamente los exponentes
de Lyapunov tomando como parámetro el canibalismo de los adultos hacia las pupas,
mostrando evidencia numérica para la presencia de caos en el sistema.
1. El escarabajo de harina
Una de las principales dificultades en el estudio de dinámica poblacional originada
por los problemas de ruido y el tamaño de la muestra, es el poder encontrar una buena
conexión entre la teoŕıa y los datos experimentales. En general la recolección de datos
en la mayoŕıa de especies presenta grandes dificultades debido a que no es posible el
conteo exacto de la especie en una etapa espećıfica, problemas debidos a migración y
ubicación, etc. Se ha visto que los insectos son de las especies animales más utilizadas,
por la facilidad de ser mantenidos en condiciones de laboratorio.
El sistema Tribolium (comúnmente conocido como escarabajo o gorgojo de la hari-
na) ha resultado poseer un gran potencial para el estudio experimental de dinámica
no lineal, debido a la alta tasa reproductiva, los ciclos de vida cortos, a la facilidad de
mantener cultivos de la especie, el poder hacer censos con exactitud en las distintas
etapas del ciclo de vida y las interacciones no lineales entre las distintas fases, lo que
ha llevado a que se generen conjuntos de datos grandes y robustos. Aunque en apa-
riencia es un sistema simple se ha encontrado que las fluctuaciones de las poblaciones
son muy interesantes. En este caṕıtulo se describen algunas caracteŕısticas de este in-
secto y algunas de las razones por las cuales es tan estudiado. Además se presenta un
modelo, denominado LPA, sigla debida a las fases en el ciclo de vida del escarabajo:
Larvas, Pupas y Adultos, que describe en un sistema de tres ecuaciones en diferencia,
la dinámica de su evolución.
1.1. El escarabajo de harina Tribolium Castaneum
El escarabajo de harina, de la especie Tribolium Castaneum, es uno de los coleópte-
ros que se encuentran con mayor frecuencia y los que más daños ocasionan en productos
almacenados, tales como harinas, granos, semillas, frutas secas, especias y bizcochos.
Hay evidencia histórica de su existencia desde que los seres humanos han almacena-
do y molido granos como medio de alimento para el invierno y las épocas del año de
dif́ıcil cosecha. Tanto los adultos como las larvas se alimentan de harina y de granos,
prefiriendo los que se encuentran partidos, dañados y con un alto grado de contamina-
ción. Las larvas, que son las responsables de los mayores perjuicios, horadan los granos
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alojándose en su interior; los productos atacados se contaminan y quedan con un olor
nauseabundo [3].
Además de ser una de las principales plagas agŕıcolas, el Tribolium es un buen or-
ganismo para trabajar en experimentos de laboratorio, debido, en primer lugar a que
el equipo que se requiere para estudiar los cultivos de escarabajos es muy económico.
Está conformado por botellas para alojar cultivos del escarabajo, pequeños platos para
poner y contar los animales, cernidores de harina, hornos, un mezclador y una incu-
badora. También se requiere harina de trigo y de levadura de cerveza como medio del
cultivo [5].
Por otro lado, las poblaciones de Tribolium proporcionan un ejemplo de dinámica
demográfica no lineal. El escarabajo es holometábolo, es decir tiene metamorfosis com-
pleta, pues evoluciona a través de varias fases en su ciclo de vida: huevo, larva, pupa y
adulto. Las poblaciones del laboratorio que se mantienen bajo condiciones medioam-
bientales constantes normalmente exhiben grandes fluctuaciones en densidad y estruc-
tura de edad. Estas fluctuaciones son el resultado de las fuertes interacciones fisiológicas
entre las etapas de vida, siendo la más importante el canibalismo. A parte de su dieta
de harina los adultos consumen huevos, larvas, pupas y adultos inmaduros; las larvas
por su lado comen huevos, pupas y adultos. Sin embargo, las más fuertes interacciones,
parecen estar entre las fases móvil e inmóvil, de tal manera que los adultos (fase móvil)
comen principalmente huevos y pupas (fases inmóviles) y, las larvas (fase móvil) cani-
balizan a los huevos (fase inmóvil) (Fig. 1.1). [8]
Otra caracteŕıstica importante en el estudio del Tribolium, es que se pueden obtener
réplicas de los experimentos. Esto quiere decir que se pueden tener varios cultivos con
el mismo número de población inicial y mantenerse bajo condiciones medioambientales
idénticas. La capacidad de obtener réplicas de cultivos es un recurso importante en la
realización de estudios de dinámica poblacional, un recurso que no está disponible muy
a menudo para los investigadores. Sin embargo, resulta en ocasiones que réplicas de
cultivos idénticamente inicializados y mantenidos no siempre evolucionan de manera
dinámicamente idéntica. Los cient́ıficos en lugar de ver en esto un problema, piensan
que estas diferencias pueden llevar a un mejor entendimiento de la dinámica de una
población y de sus mecanismos causales. [7]
La fácil manipulación de los cultivos, también es una caracteŕıstica fundamental del
sistema del Tribolium cuando se usa como un modelo experimental. Es fácil lograr cam-
bios en el tiempo en factores ambientales como temperatura, humedad y la cantidad
y calidad del medio. Dado que los cultivos son contados regularmente, son abundantes
las oportunidades experimentales de manipular el número de animales en las distintas
fases de su vida. Los parámetros demográficos como las tasas de muerte, en las dife-









Figura 1.1: Evolución del Tribolium
adición de organismos individuales en el momento de censo. [7]
Otro factor fundamental en la riqueza del estudio del Tribolium en laboratorio, es
que los datos obtenidos de este sistema pueden ser muy informativos ya que con sim-
ples reglas deterministas en general es dif́ıcil probar la idea de la dinámica compleja,
debido a la falta de datos de series de tiempo adecuados, y estos datos “adecuados”, es
decir que sean a la vez exactos en las cuentas y suficientes en cantidad y longitud, los
proporcionan los cultivos del Tribolium. Separando los escarabajos de la harina por un
cuidadoso cernido, todos los animales en un cultivo pueden ser contados con precisión;
no hay muestreo. Después de que se hace el censo, es decir, el conteo de número de
larvas, pupas y adultos, y se registran estos datos, todos los animales se ponen de nuevo
en el medio hasta el próximo censo. Los cultivos individuales pueden mantenerse casi
indefinidamente. Los datos de series de tiempo recolectados en el laboratorio forman
la esencia en la investigación de dinámica poblacional de este animal.
Por todo lo anteriormente expuesto, no es casual encontrar gran cantidad de referencia
en trabajos experimentales que involucran esta especie de escarabajo, pues ya desde
comienzos del siglo XX, Royal N. Chapman en investigaciones que pretend́ıan prevenir
el ataque del escarabajo a la harina y los granos almacenados, reconoció su uso como
un modelo animal excelente para estudios cient́ıficos en dinámica poblacional. En 1928
Chapman inició sus trabajos cuantitativo y matemático usando al Tribolium como un
organismo de investigación. W. C. Allee usó los datos del escarabajo de harina obteni-
dos por Chapman, en sus estudios de los efectos de exclusión en organismos conocido
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actualmente como “Efecto Allee”. En 1931 el biólogo G. E Gause, incorporó los datos
de Chapman en su estudio sobre la influencia de factores ecológicos en el tamaño de la
población, para intentar expresar en una forma matemática los datos experimentales
publicados por Chapman. Gause concluyó que los datos del escarabajo de harina apo-
yan la idea de “crecimiento loǵıstico”como un principio fundamental de crecimiento
poblacional. J. Stanley, un estudiante de Chapman, fue otro biólogo que hizo uso de
los datos de Chapman para escribir varios art́ıculos sobre una teoŕıa matemática de
crecimiento de poblaciones del escarabajo de harina. Stanley utilizó datos experimen-
tales del Tribolium, para proporcionar los detalles biológicos ausentes, desde su punto
de vista, en el modelo matemático de Volterra en crecimiento poblacional.
Thomas Park usó los datos de Chapman y también dirigió sus propios experimen-
tos con el escarabajo de harina. Park se inclinó desde un principio por usar modelos
matemáticos para explicar los fenómenos ecológicos, combinando esto con los datos
experimentales obtenidos por él y otros colegas, en cultivos de laboratorio con el Tri-
bolium. Desde los años treinta hasta mediados de los años setenta, Park introdujo
cuantificación y estad́ıstica en sus trabajos. A partir de 1948, Park y P. H. Leslie ini-
ciaron una colaboración cient́ıfica abundante, pues juntos publicaron varios art́ıculos
importantes sobre competición entre especies, incluidos estudios estocásticos de exclu-
sión competitiva y coexistencia. Los experimentos de Park en el escarabajo de harina
entre los años cuarenta y los años sesenta, se encontraban entre los más influyentes
en la confirmación de ideas sobre competición interspećıfica. De hecho, muchos de los
experimentos de Park se volvieron clásicos en la dinámica poblacional y sus datos apa-
recen todav́ıa muy a menudo en libros de texto en ecoloǵıa e incluso son usados en
investigaciones sobre dinámica de poblaciones.
A partir de los trabajos de Chapman y Park un gran y diverso número de investi-
gadores ha contribuido en incrementar la literatura que utiliza datos del escarabajo de
harina para la investigación de una variedad amplia de problemas en dinámica pobla-
cional y ecoloǵıa. Por ejemplo Sokoloff y, Costantino y Desharnais.
La base matemática y el marco estad́ıstico iniciado por estos investigadores, particular-
mente, Park y Leslie, continua usándose hoy d́ıa, destacándose el grupo interdisciplinar
de dinámica no lineal formado por Dennis, Cushing, Costantino, Desharnais y Henson,
quienes durante las últimas décadas, han estudiado las fluctuaciones en poblaciones
animales, tomando como principal hipótesis que estas provienen de fuerzas dinámicas
no lineales. Dennis y sus colegas conectan un modelo demográfico no lineal, con datos
biológicos experimentales (del escarabajo de harina), por medio de métodos estad́ısti-
cos para series de tiempo no lineales. [4], [5], [7], [8]. En la Fig. 1.2, se observan los
gráficos de las series de tiempo, para los datos experimentales obtenidos por Dennis
y sus colegas, de los cultivos de cuatro cepas del escarabajo, mantenidos bajo con-
diciones de laboratorio idénticas e iniciados con las mismas condiciones iniciales. Se
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Figura 1.2: Series de tiempo para las colonias 1, 2, 3 y 4 mantenidas bajo condiciones
de laboratorio idénticas por Dennis y sus colegas.
puede observar, que a pesar de las condiciones iniciales idénticas, la evolución de las
diferentes etapas del escarabajo en los cuatro cultivos no es la misma; esto sugiere que
posiblemente el problema del estudio de la dinámica poblacional para esta especie de
escarabajo es caótica.
1.2. El modelo LPA
En esta sección se presenta el modelo LPA que se utiliza para describir la dinámica
poblacional del escarabajo de harina Tribolium Castaneum.
La especie Tribolium Castaneum evoluciona a través de varias fases de vida: huevos
(dos a cuatro d́ıas), larvas (aproximadamente 14 d́ıas), pupas (aproximadamente 14
d́ıas), y adultos (tres años o más). El análisis de su ciclo de vida es interesante por
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un hecho adicional, son cańıbales. Los adultos se alimentan de huevos, larvas, pupas
y adultos inmaduros (es decir, adultos que no se encuentran en etapa reproductiva),
mientras que las larvas comen huevos, larvas pequeñas, pupas, y adultos inmaduros. Ni
las larvas ni los adultos comen adultos maduros y las larvas no se alimentan de larvas
(salvo de pequeñas larvas). Sin embargo, de acuerdo a diferentes estudios en laborato-
rio, se ha concluido que las interacciones cańıbales se dan en mucha mayor proporción
entre las fases móvil e inmóvil, por tanto en la construcción del modelo se tomó en
cuenta solamente el canibalismo de adultos hacia pupas y huevos y, el canibalismo de
las larvas hacia los huevos.
Es claro que todo modelo debe considerar simplificaciones que se encuentran gober-
nadas por los resultados experimentales, quienes indican cuales parámetros se deben
incluir en el modelo y cuales no. El modelo se construye sobre la hipótesis que los
mecanismos dominantes que manejan la dinámica de esta especie, bajo las condiciones
experimentales del proyecto, son las interacciones no lineales causadas por estas interac-
ciones cańıbales entre varios estados del ciclo de vida y por ello se construye un modelo
de población estructurado en el que los individuos se categorizan según su fase del
ciclo de vida y se describe la dinámica en cada una de estas. El modelo que se trabaja
en este documento proporciona una descripción bastante completa de la dinámica del
Tribolium; utiliza tres variables de estado basadas en las tres fases básicas del ciclo de
vida y que son comunes a la mayoŕıa de insectos, a saber, las fases larval, pupal y adulto.
Para construir este modelo tridimensional, se denota por L̂ el número de larvas en
alimentación; P̂ el número de últimos instar de larvas (en no alimentación), pupas y
adultos inmaduros; y Â el número de adultos maduros. La notación L, P , y A (sin
sombreros) se usará para denotar la densidad de la fase (número de individuos dividi-
dos por volumen del habitat de harina). Llamamos a éstas variables de estado L-fase,
P -fase, y A-fase, respectivamente, aunque por conveniencia algunas veces se haga re-
ferencia a las fases como “larvas”, “pupas”y “adultos”, cuando el contexto no deje
ninguna posibilidad de confusión.
Los sub́ındices t puestos en las variables de estado denotan el tiempo en que estas
fases son contadas. Aśı, Ât denota el número de adultos maduros en el tiempo t. Cada
fase del ciclo de vida se cuenta en censos de tiempo igualmente espaciados t = 0, 1, 2, 3...
donde la unidad de tiempo se miden en 14 d́ıas (2 semanas), aprovechando los tiempos
de las fases pupal y larval.
Se omite el estado del huevo en el modelo, debido a que esta fase es bastante cor-
ta en duración, 4 d́ıas (Sokoloff 1974), y aśı la mayoŕıa de los huevos puestos dentro de
un periodo de dos semanas se han vuelto larvas al final del periodo, de manera que la
fase inicial en el modelo son las larvas. Aunque indudablemente un modelo mejorado
incluiŕıa una fase del huevo, un modelo de tres etapas larva, pupa y adulto resulta,
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como lo han probado con sus experimentos Dennis y otros, predecir de manera exacta
la dinámica del Tribolium [7].
Entonces la fase de larvas en alimentación es la etapa a “reclutar” en este modelo.
El número de larvas reclutadas en el siguiente censo de tiempo t + 1 se asume pro-
porcional al número de adultos observados en el tiempo t. Esta hipótesis introduce
potencialmente algún sesgo en las predicciones del modelo en que un número limitado
de huevos puestos justo antes del tiempo t puede estar presente en la clase larval en el
tiempo t + 1, es decir, los adultos en el tiempo t − 1 podŕıan contribuir levemente en
el reclutamiento de larvas en el tiempo t+ 1. Sin embargo, en confrontación con datos
experimentales, se ha probado que el efecto de Ât−1 en el reclutamiento de larvas en el
tiempo t+1 es poco comparada con los efectos de otros factores. Aśı, el número poten-
cial de larvas reclutadas en el tiempo t + 1 es bÂt donde b > 0 es el número de larvas
(promedio) producidas por adulto por unidad de tiempo (impĺıcitamente representa el
número de huevos puestos por adulto en conjunto con la probabilidad de sobrevivir
hasta la eclosión en un periodo de dos semanas) en ausencia de canibalismo. Antes
de considerar los efectos del canibalismo y cualquier otro efecto de densidad sobre la
reproducción y la supervivencia se tiene el siguiente sistema
L̂t+1 = bÂt
P̂t+1 = (1− µl)L̂t
Ât+1 = (1− µp)P̂t + (1− µa)Ât
. (1.1)
para los números de larvas, pupas y adultos en el tiempo t+ 1. Aqúı las fracciones µl ,
µp y µa son, respectivamente, las probabilidades para larvas, pupas y adultos de morir
por causas distintas al canibalismo en un intervalo de tiempo [t, t+ 1], de manera que
0 < µl, µp, µa < 1. Éstas ecuaciones definen entonces, la dinámica para el Tribolium
en ausencia de canibalismo [5]. En la siguiente sección se analizará la dinámica que
generan estas ecuaciones.
Ahora, aunque no es completa biológicamente, una aproximación a una interacción
cańıbal particular puede describirse como sigue. Se considera el canibalismo de huevos
por parte de los adultos. Se ha documentado por experimentos en laboratorio que la
probabilidad de un contacto entre un individuo adulto y un huevo, durante un intervalo
de tiempo fijo, es inversamente proporcional al volumen del habitat V . Si se supone que
durante un intervalo pequeño de tiempo ∆t esta probabilidad es (aproximadamente)
proporcional a ∆t (y que en tal contacto hay una probabilidad fija de que el huevo sea
comido), entonces la probabilidad de que un huevo sobrevivirá al canibalismo por un
adulto durante ∆t unidades de tiempo es aproximadamente 1− cha
V
∆t. La probabilidad
























Bajo el supuesto de que los encuentros entre huevo y otros adultos son eventos inde-
pendientes, la probabilidad de supervivencia de un huevo más de una unidad de tiempo




















En la presencia de Ât adultos la probabilidad que un huevo sobreviva al canibalismo













. Aśı, en el modelo
se toma la probabilidad de que un huevo no sea comido en la presencia de Ât adultos
como este término exponencial. La razón cha/V es el coeficiente de canibalismo del
adulto sobre los huevos (en un hábitat de volumen V ). En una unidad de volumen V
el coeficiente de canibalismo de adulto es cha.
Para describir la probabilidad de sobrevivencia al canibalismo entre las otras fases
del ciclo de vida, se usan términos exponenciales similares. La interacción cańıbal do-
minante en poblaciones de Tribolium Castaneum son canibalismo hacia los huevos por
parte de las larvas y los adultos y canibalismo hacia las pupas por los adultos. La tasa
a la que los adultos comen larvas y a la que las larvas comen pupas es muy pequeña,
de acuerdo a datos experimentales, de manera que se toma tendiendo a cero. Intro-
duciendo éstas probabilidades de supervivencia en el modelo lineal (1.1), se obtiene el
sistema de tres ecuaciones en diferencia no lineales [5]









P̂t+1 = (1− µl)L̂t








En estas ecuaciones cha y chl son, respectivamente, los coeficientes de canibalismo de
los adultos y las larvas sobre los huevos y cpa es el coeficiente de canibalismo de los
adultos sobre las pupas, todos ellos en referencia a una unidad de volumen de hábitat.
En algunos estudios es de interés que el volumen de hábitat V aparezca expĺıcitamente
en el modelo de ecuaciones como en (1.2). Sin embargo, V puede eliminarse matemáti-
camente de (1.2) usando las densidades de las fases del ciclo vida en cuyo caso el modelo
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general LPA de ecuaciones se convierte en [5]
Lt+1 = bAt exp(−chaAt − chlLt)
Pt+1 = (1− µl)Lt
At+1 = (1− µp)Pt exp(−cpaAt) + (1− µa)At
. (1.3)
Resulta que bajo condiciones de laboratorio, casi todas las pupas de Tribolium Casta-
neum sobreviven para surgir como adultos, siempre y cuando no sean canibalizadas.
Por consiguiente, para esta especie de escarabajo de harina se asume µp = 0 y lo que
se denomina modelo determinista LPA queda como sigue [7]:
Lt+1 = bAt exp(−chaAt − chlLt)
Pt+1 = (1− µl)Lt
At+1 = Pt exp(−cpaAt) + (1− µa)At
. (1.4)
A pesar de que este modelo se ha derivado de una especie de insecto particular, Tri-
bolium Castaneum, y de una interacción no lineal particular, el canibalismo, ha sido
usado en casos más generales para modelar otras especies y otro tipo de no lineali-
dades. Matemáticamente, estas ecuaciones en diferencias (o ecuaciones de recursión)
definen un mapeo tridimensional debido a que para cada tiempo t las variables de es-
tado forman triplas que pueden trazarse usando un sistema de coordenadas cartesiano
tridimensional.
1.3. Dinámica del modelo sin canibalismo
En la sección anterior se presentó el sistema lineal de ecuaciones en diferencia (1.1),
que describen la dinámica del Tribolium Castaneum en ausencia de canibalismo. La
tarea, ahora, es comprender cómo es la evolución de las diferentes fases del escarabajo
bajo estas condiciones, que también están presentes en la naturaleza, pues los biólogos
han mostrado que los animales son cańıbales cuando no hay nada más que comer, para
controlar el tamaño de la población, para fortalecer el grupo, para dejar huella genéti-
ca, etc.
Las ecuaciones (1.1) definen lo que se conoce como un modelo matricial de Leslie,
debido a que al escribir este sistema tridimensional de ecuaciones en diferencia en
forma matricial se tiene: L̂t+1P̂t+1
Ât+1
 =
 0 0 b1− µl 0 0




En donde la matriz de coeficientes del sistema es
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P =
 0 0 b1− µl 0 0
0 1− µp 1− µa
 .
que se conoce con el nombre de matriz de Leslie, pues se tiene un modelo que representa
la dinámica de evolución de una población que se divide en categoŕıas de edad, todas
de la misma longitud de censos de tiempo y además esta matriz es constante.
Para caracterizar la dinámica del modelo lineal autónomo (1.1), se obtienen en primer






Esta ecuación tiene como única solución, la solución trivial X = 0, si el determinante
de la matriz P − I es diferente de cero, esto es, el único equilibrio es X = 0; en el
contexto de modelos poblacionales, este equilibrio se denomina equilibrio de extinción.
El determinante de P − I está dado por:
|P − I| = −µa + b(1− µl)(1− µp).
de manera que el único equilibrio es la extinción si µa 6= b(1−µl)(1−µp), de lo contrario






La estabilidad del equilibrio de extinción queda totalmente caracterizada por el módulo
de los valores propios de la matriz Jacobiana del sistema (1.1) evaluada en el equilibrio.
Si todos los valores propios λ de esta matriz Jacobiana, cumplen que |λ| < 1, entonces








Si por el contrario el modulo de alguno de los valores propios se sale del ćırculo unitario
el equilibrio es inestable.
El polinomio caracteŕıstico de la matriz Jacobiana está dado por:
p(λ) = λ3 + λ2(µa − 1) + b(1− µp)(µl − 1).
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sin embargo el cálculo de las ráıces de este polinomio cúbico, en términos de los paráme-
tros b, µl, µp y µa, no es tan simple. Se puede obtener información sobre la estabilidad
del equilibrio de una forma más sencilla, con lo que se conoce en dinámica poblacional
como la tasa neta de reproducción, denotada n, que se define como el número esperado
de descendientes por individuo durante toda su vida y, está en relación directa con el
valor propio dominante λ de la matriz Jacobiana, en el sentido que |λ| > 1 si y sólo si
n > 1, y viceversa. Para ver esto, note en primer lugar que la matriz de Leslie P , se
puede escribir de la forma P = T + F , en donde T y F son las matrices llamadas de
transición y fertilidad, respectivamente, dadas en este caso por
T =
 0 0 01− µl 0 0
0 1− µp 1− µa
 y F =
 0 0 b0 0 0
0 0 0
.
en donde [tij] representa la fracción de individuos de la clase j que se espera que so-
brevivan una unidad de tiempo y pasen a la clase i y, [fij] es el número esperado de
descendientes sobrevivientes de los adultos en una unidad de tiempo, que para este
caso el único no nulo de estos valores es f13 = b.
n se obtiene calculando el valor propio dominante de F (I − T )−1, en caso que I − T
sea invertible y el valor propio n ser simple y positivo, condiciones que se dan todas
para el caso que se estudia, pues:
(I − T )−1 =









F (I − T )−1 =
 b(1−µl)(1−µp)µa b(1−µp)µa bµa0 0 0
0 0 0
.





Aśı, el modelo predice extinción, es decir el equilibrio de extinción es estable, si b <
µa
(1−µl)(1−µp)
(Figura 1.3). Para ilustrar esto se consideran los valores de los parámetros
b = 1,5, µl = µp = µa = 0,5, de donde la matriz P esta dada por:
P =




Figura 1.3: Evolución del modelo LPA sin canibalismo para b < µa
(1−µl)(1−µp)
.
el polinomio caracteŕıstico es:
p(λ) = λ3 − 0,5λ2 − 0,375
y el valor propio dominante es λ = 0,93185, de lo que se concluye que el equilibrio
es estable, es más, para este caso como el radio espectral ρ(P ) < 1, el equilibrio es
globalmente asintóticamente estable [15].
Por otro lado el equilibrio es inestable, si b > µa
(1−µl)(1−µp)
(Figura 1.4).
Si se consideran los valores de los parámetros b = 11, µl = µp = µa = 0,5, de donde
la matriz P esta dada por:
P =
 0 0 110,5 0 0
0 0,5 0,5
 .
y el polinomio caracteŕıstico es:
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Figura 1.4: Evolución del modelo LPA sin canibalismo para b > µa
(1−µl)(1−µp)
p(λ) = λ3 − 0,5λ2 − 2,75
y el valor propio dominante es λ = 1,5891, de lo que se concluye que el equilibrio es
inestable.
El comportamiento dinámico es mucho más interesante si se incluye el mecanismo de
control del canibalismo, que es lo que se observa t́ıpicamente bajo condiciones normales
de laboratorio en las poblaciones del escarabajo de harina. El caṕıtulo que sigue, es
para este caso y como se observará, la dinámica incluye comportamiento periódico,
aperiódico y caos.
2. Dinámica del modelo LPA
Modelos lineales como el caso del modelo (1.1), con matriz de proyección constante,
implican dinámica exponencial. En caso de crecimiento exponencial, los modelos linea-
les no pueden describir la dinámica asintótica de la población, es por ello que se hace
necesario incluir las no linealidades debidas al canibalismo de las etapas móviles sobre
las inmóviles, dadas por el modelo LPA (1.4).
En la Figura 2.5, aparecen las gráficas de las series de tiempo del modelo LPA, para
los mismos valores iniciales y variando los valores del parámetro µa, es decir, la ta-
sa de muerte de los adultos. Como se puede observar, la dinámica que presenta este
sistema es más compleja que el modelo lineal, pues se pueden observar diferentes com-
portamientos de la población, pasando por la estabilidad de los puntos de equilibrio, a
comportamientos periódico y aperiódicos (caos).
En está sección se presentan algunas propiedades importantes de las órbitas, para
comprender tanto como sea posible la dinámica implicada en este modelo, pues cual-
quier conocimiento sobre las órbitas nos dirá algo sobre las predicciones para tiempos
grandes.
2.1. Análisis de equilibrio y estabilidad
Para estudiar la dinámica implicada en el sistema LPA (1.4), un procedimiento
normal es encontrar las soluciones de equilibrio y determinar sus propiedades locales
y globales. Las ecuaciones de equilibrio asociadas al modelo (1.4), forman el sistema
algebraico no lineal
L = bA exp(−chaA− chlL)
P = L(1− µl)
A = P exp(−cpaA) + A(1− µa)
. (2.6)
Debido a las no linealidades presentes en el sistema de ecuaciones en diferencias (1.4),
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Figura 2.5: Gráfica de la población del número de Larvas, Pupas y Adultos para b = 11.6772,
µl = 0.5129, chl = 0.0093, cha = 0.011, cpa = 0.0178, para tres valores diferentes de tasa de
muerte adulta: en la gráfica a el valor de µa = 0.1, en la gráfica b, el valor de µa = 0.6 y en
la gráfica c, el valor de µa = 0.9.
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no es posible dar una descripción anaĺıtica completa de la estabilidad de los equilibrios
en términos de los parámetros del sistema; sin embargo se trataran anaĺıticamente,
algunos casos particulares y numéricamente otros, que ayudan a una mejor compren-
sión del sistema Tribolium. Además, cabe resaltar que sólo son de interés biológico, las
soluciones no negativas de este sistema.
2.1.1. El equilibrio de extinción
Claramente (L, P,A) = (0, 0, 0) es una solución de la ecuación (2.6); esta solución
recibe el nombre de equilibrio de extinción. Para el equilibrio de extinción, el Jacobiano
J(0) se iguala a la matriz de proyección P (0), que se denomina matriz de proyección
inherente. La matriz de proyección inherente, es la matriz de proyección cuando se
ignoran todos los efectos de densidad; por consiguiente esto gobierna la dinámica para
niveles bajos de población.
Para este caso la matriz de proyección inherente está dada por
J(0) = P (0) =
 0 0 b1− µl 0 0
0 1 1− µa
 .
Si el valor propio dominante λ, al que se refiere el Teorema de Perron- Frobenius [18],
satisface λ < 1 entonces, (Lt, Pt, At)→ (0, 0, 0) cuando t→ +∞, es decir el equilibrio
de extinción es estable; por el contrario, si λ > 1, (Lt, Pt, At) crece exponencialmente
sin ĺımite, es decir el equilibrio se desestabiliza.
Se puede obtener una fórmula para λ expresada en términos de los parámetros b,
µa y µl. Sin embargo se se calcula la tasa neta de reproducción n, de la que se habló en
el caṕıtulo 1, la cual guarda correspondencia directa con λ y, cuya fórmula es fácil de
obtener a partir del valor propio dominante de F (I − T )−1, en donde F y T son las
matrices de fertilidad y transición
F (I − T )−1 =







Luego el modelo predice extinción, es decir estabilidad del equilibrio de extinción, si
b < µa
1−µl





Con respecto a los equilibrios positivos y no nulos L > 0, P > 0 y A > 0, hay dos
problemas básicos, existencia y estabilidad. Dar una descripción anaĺıtica completa de
la estabilidad del equilibrio en términos de los parámetros del sistema no es una tarea
fácil para el sistema de ecuaciones en diferencias no lineal (1.4).
Figura 2.6: La Población de equilibrio como una función de b, los valores de los otro
parámetros µa = 0.5, µl = 0.5, chl = 0.01, cha = 0.01, cpa = 0.01.




predice extinción y si b > µa
1−µl
el equilibrio de (0, 0, 0) es inestable. Al considerar el
modelo no lineal LPA (1.4), no se puede producir crecimiento ilimitado debido a que
el sistema es disipativo [11], es decir dentro del cubo positivo R3+ existe un subcubo
en el cual permanecen todas las órbitas que se originan en R3+, después de un número
finito de pasos. Debido a esta caracteŕıstica del modelo LPA, se tiene que debe existir
un atractor global.
Para describir quien es el atractor global, se considera un primer caso, cuando b < µa
1−µl
.
De las ecuaciones (1.4), son válidas las desigualdades
0 ≤ Lt+1 ≤ bAt
0 ≤ Pt+1 ≤ (1− µl)Lt
0 ≤ At+1 ≤ Pt + (1− µa)At
para todas las órbitas. Por inducción se prueba que para cada t, cada componente
individual de la órbita del modelo de LPA, Lt, Pt, At, está acotada por encima por la
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componente correspondiente del modelo lineal (2.1). Aśı, b < µa
1−µl
implica que todas
las órbitas del modelo LPA (2.4) tienden al origen (0, 0, 0) cuando t→ +∞ ; es decir,
el atractor global es el origen (0, 0, 0). En este caso, el atractor global para el modelo
no lineal LPA es el mismo que para el modelo lineal LPA. En términos biológicos,
esto significa que la población se extinguirá cuando el canibalismo está presente si se
extingue cuando el canibalismo está ausente.
Como se vio en la sección anterior, para todos los valores de los parámetros, el modelo
LPA tiene la solución de equilibrio (L, P,A) = (0, 0, 0). Este equilibrio es el atractor
global cuando b < µa
1−µl
que, biológicamente, implica extinción. Por consiguiente, en lo
que se refiere al interés en supervivencia a largo plazo, el caso interesante es cuando
b > µa
1−µl
. La pregunta es: ¿cuál es el atractor en este caso?. Cuando b > µa
1−µl
pue-
de mostrarse que el equilibrio (0, 0, 0) no es el atractor. Más espećıficamente, cuando
b > µa
1−µl
el modelo LPA (2.4) es uniformemente persistente con respecto a (0, 0, 0) [4].
Si b > µa
1−µl
existe una única tripla solución (L, P,A) diferente de cero y positiva,
que satisface las ecuaciones algebraicas de equilibrio (2.6). Para ver esto, de la tercera
ecuación de (2.6), P = µaA exp(cpaA); reemplazando P en la segunda ecuación, se
obtiene L = µa
1−µl
A exp(cpaA), que cuando se sustituye en la primera ecuación se tiene







gráficos de los lados izquierdo y derecho de esta ecuación vemos que existe una única
solución A > 0 si b > µa
1−µl
. La solución determina una tripla de equilibrio positivo
(L, P,A) para b > µa
1−µl
.
Aśı, cuando b > µa
1−µl
existe un único equilibrio (L0, P0, A0) 6= (0, 0, 0) y este equili-
brio es positivo. Simulaciones en computador realizadas por varios investigadores, por
ejemplo ver [5] y [14], sugieren que para ciertos valores de los parámetros del modelo,
este equilibrio puede ser el atractor global. Se pueden obteber algunos resultados, sin
embargo, si se analiza si el equilibrio positivo puede ser un atractor local. Más espećıfi-
camente, preguntarse si el equilibrio es (localmente asintóticamente) estable.
Por el teorema fundamental de la estabilidad [18], este equilibrio positivo del modelo
LPA es estable si todo los valores propios λ, de la matriz Jacobiana
J =
 −chlbAe−chaA−chlL 0 be−chaA−chlL(1− chaA)1− µl 0 0
0 ecpaA −cpaPe−cpaA + 1− µa
. (2.7)
evaluada en el equilibrio, satisfacen |λ| < 1. De otra forma, si por lo menos uno de los
valores propios satisface |λ| > 1 el equilibrio es inestable. Aśı, el criterio de estabilidad
es que todos los valores propios queden dentro del ćırculo unitario del plano complejo.
Cuando b > µa
1−µl
el equilibrio positivo es una función de los seis parámetros en (2.4).
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Desafortunadamente no se tiene ninguna fórmula algebraica expĺıcita para el equilibrio
positivo y por consiguiente es dif́ıcil realizar un análisis de estabilidad general para el
modelo de LPA. Hay, sin embargo, un caso simplificado para el que puede darse un
análisis de estabilidad completo, cuando el canibalismo larval de huevos es ignorado,
es decir chl = 0 .
Equilibrio positivo con chl = 0
En este caso particular las ecuaciones de equilibrio están dadas por
L = bA exp(−chaA)
P = L(1− µl)
A = P exp(−cpaA) + A(1− µa)
. (2.8)
Se ha visto que (0, 0, 0) es un equilibrio independiente de los valores de los paráme-
tros. El único otro equilibrio no negativo, está dado por (L∗, P ∗, A∗), en donde
L∗ = bA∗ exp(−chaA∗)
P ∗ = L∗(1− µl)












Para determinar la estabilidad local de este punto de equilibrio, se podŕıa evaluar este
punto en el Jacobiano y ver si todos los valores propios quedan dentro del ćırculo unita-
rio; en caso que un valor propio |λ| > 1, el equilibrio es inestable. En la sección anterior,
se determinó que el equilibrio de extinción es estable si b < µa
1−µ1 , es decir, si no existe
el equilibrio positivo y, es inestable si b > µa
1−µl
, es decir, si se tiene el equilibrio positivo.
El Jacobiano para el equilibrio positivo no es fácil de analizar, sin embargo en [7],
dan una descripción completa de las regiones, en términos de los parámetros, para los
cuales todos los valores propios quedan dentro del ćırculo unitario; aśı, para algún µl


























Figura 2.7: El gráfico muestra el diagrama de bifurcación tomando como parámetro µa,









−(r − 3)µa − 1±
√
[(r − 3)µa + 1]2 + 4(1− r)(1− µa)(2µa + 1)
}
.
En el plano (µa, b) las funciones b = be(µa), b = b2(µa) y b = b
±
l (µa) definen
curvas en las cuales el Jacobiano tiene valores propios en el ćırculo unitario complejo.
Sobre la curva b = b2(µa) el Jacobiano tiene un valor propio igual a −1 y sobre la
curva definida por b = b±l (µa) el Jacobiano tiene un par de valores propios conjugados
complejos situados sobre el ćırculo unitario. Para ningún valor de parámetro, 1 es un
valor propio. Aśı, estas curvas definen los ĺımites de la región de estabilidad en el plano
(µa, b). Las posibles configuraciones de estos ĺımites dependen del radio de canibalismo
r. En las Figuras 2.7 y Fig 2.9 se presentan los diagramas de bifurcación tomando como
parámetro de bifurcación µa; en las Figuras 2.8 y 2.10 se muestran las series de tiempo
para algunos valores espećıficos del parámetro µa, en donde se pueden apreciar los tres
tipos posibles de comportamiento.
Aunque, este análisis matemático es completo para este caso particular, desde el
punto de vista biológico, los experimentos han demostrado que no es posible dejar
de considerar el canibalismo de las larvas hacia los huevos. Como resultado de este
caso especial, matemáticamente manejable, se demuestra que pueden ocurrir dos tipos
de bifurcaciones en el modelo de LPA (que se discutirán en la siguiente sección) sin
embargo como se ha dicho, esto no es directamente aplicable a esta especie de escarabajo
de harina.
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Figura 2.8: El gráfico de las series de tiempo para µa =0.4 (azul) y µa =0.95 (rojo).
Los valores de los otros parámetros chl = 0, b = 20, µl = 0.5128, cha = 0.01, cpa =
0.09.
Figura 2.9: El gráfico del diagrama de bifurcación tomando como parámetro µa, con
chl = 0, b = 35, µl = 0.5128, cha = 0.01, cpa = 0.09.
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Figura 2.10: El gráfico muestra las series de tiempo para µa =0.4 (azul), µa =0.8 (rojo)
y µa =0.95 (verde). Los valores de los otros parámetros: chl = 0, b = 35, µl = 0.5128,
cha = 0.01, cpa = 0.09.
Equilibrio positivo con chl 6= 0
Se ha visto que para el caso b > µa
1−µl
existe un sólo equilibrio positivo; además, que
no es posible obtener una fórmula algebraica expĺıcita de este equilibrio en términos de
los seis parámetros del sistema y, a pesar de tener un criterio claro para la estabilidad
de un equilibrio en términos de los valores propios de la matriz Jacobiana (2.7), no es
posible un tratamiento anaĺıtico completo, para el caso más general, en donde chl 6= 0.
Sin embargo, se tiene que el origen es inestable y la dinámica es persistente con respecto
a este, es decir, para cualquier valor no negativo de las condiciones iniciales, la pobla-
ción nunca llega a extinguirse. De manera que para poder obtener una aproximación
del comportamiento dinámico de un sistema no lineal, como este, el camino es recurrir
al análisis numérico.
Puede mostrarse que ningún valor propio de la matriz Jacobiana (2.7) es igual a 1, lo
que excluye ciertos tipos de bifurcaciones del equilibrio como nodo silla de montar y tri-
dente (horquilla), pero siguen existiendo posibilidades de una bifurcación periodo doble
(cuando un valor propio es −1 ) o bifurcaciones bucles invariantes (ciclos cuasiperiódi-
cos,cuando un valor propio es exp(iθ) con θ 6= 0, π ). Se ha obtenido, numéricamente,
que los tipos de dinámica presentes para el caso chl = 0, también son encontrados en
el caso en donde el canibalismo de larvas a huevos está presente [8], un ejemplo de
está dinámica se muestra en la Fig. 2.11 en donde los ĺımites de desestabilización del
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Figura 2.11: Ĺımites de estabilidad para el modelo LPA.
equilibrio son de dos tipos: una bifurcación del equilibrio en una solución ciclo dos y
una bifurcación del equilibrio del tipo bucles invariantes.
En la siguiente sección, se hace uso de procedimientos numéricos, para el análi-
sis de este caso particular, tomando los diferentes parámetros del modelo (1.4) como
parámetros de bifurcación.
2.2. Bifurcaciones
La teoŕıa de la bifurcaciones se ocupa del estudio de los cambios en la estructura
cualitativa de las soluciones de un sistema dinámico. Una bifurcación se da cuando un
cambio pequeño en los valores de los parámetros de un sistema, llamado un parámetro
de bifurcación, produce un cambio cualitativo repentino en el comportamiento de las
soluciones. Un diagrama de bifurcación (o estado final) permite visualizar el comporta-
miento a largo plazo, del modelo LPA, como una función de un parámetro particular.
En la sección anterior se mostró los diferentes tipos de bifurcaciones que pueden ocurrir
para el caso en que el canibalismo larval está ausente y también que estas configura-
ciones ocurren para en el caso que chl 6= 0. En lo que sigue, se muestran los diagramas
de bifurcación para los diferentes parámetros del modelo no lineal LPA y se intenta
explicar cuanto sea posible cada uno de ellos.
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Figura 2.12: Gráfico del diagrama de bifurcación tomando como parámetro b, con µa =
µl = 0.2, chl = cha = cpa =0.01.
Figura 2.13: El gráfico muestra las series de tiempo para b = 5 (azul) y b = 8 (rojo).
Los valores de los demás parámetros µa = µl = 0.2, chl = cha = cpa =0.01.
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2.2.1. b como parámetro de bifurcación
Figura 2.14: Gráfico del diagrama de bifurcación tomando como parámetro b, con µa =
0.9, con µl = 0.2, chl = cha = cpa =0.01.
Aunque no tiene sentido biológico tomar de parámetro para el diagrama de bifurca-
ción a b, debido a que el número de huevos puestos por adulto no se puede manipular
en experimentos de laboratorio, si nos brinda una oportunidad para analizar soluciones
ciclo 2 y bucles invariantes, para un sistema no lineal como lo es (1.4). En las Figu-
ras 2.12 y 2.14 se muestran algunas de las posibles configuraciones de los diagramas
de bifurcación y las series de tiempo, para este caso, con los valores para los demás
parámetros µl =0.2, chl = cha = cpa =0.01 y µa = 0.2 en el primero y µa = 0.9.
En la Fig. 2.12, el diagrama de bifurcación predice que para valores pequeños de
b se tiene la dinámica de un equilibrio estable. Sin embargo el equilibrio pierde esta-
bilidad y se bifurca en una solución ciclo 2 en b ≈ 6.951, también estable; es decir, se
presenta una bifurcación periodo de duplicación. En la Fig. 2.13, se muestran las series
de tiempo antes y después de la bifurcación, en azul un equilibrio estable y en rojo la
solución estable ciclo 2.
En la Fig. 2.14, el diagrama de bifurcación predice una dinámica aún más comple-
ja. Para valores pequeños del número de huevos puestos por adulto por unidad de
tiempo b, se tiene un equilibrio estable. Este equilibrio pierde estabilidad a medida que
el valor del parámetro aumenta y se bifurca en un bucle invariante en b ≈ 3.495. Para
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Figura 2.15: El gráfico muestra las series de tiempo para b = 2 (azul) y b = 8 (roja).
Los valores de los demás parámetros µa = 0.9, con µl = 0.2, chl = cha = cpa =0.01.
b ≈ 23.195 los bucles invariantes se bifurcan en una solución ciclo 3, también estable;
es decir, se presenta una bifurcación bucles invariantes. En la Fig. 2.15, se muestran
las series de tiempo antes y después de la bifurcación, en azul un equilibrio estable y
en rojo la solución bucles invariantes.
Hay un ĺımite en el que ocurre una bifurcación en una rama de solución ciclo 2, y
hay un ĺımite en el que ocurre una bifurcación en bucles invariantes. Cuando uno de
estos ĺımites es cruzado ocurre usualmente una bifurcación estable, esto quiere decir,
que existe fuera de la región de estabilidad, la rama resultante de bifurcarse a un
ciclo 2 o a bucles invariantes, y los 2 ciclos y los bucles son ”localmente estables” o
”localmente atractores”. Sin embargo, la evidencia numérica indica que en este modelo
puede ocurrir una bifurcación ”inestable” ciclo 2, en cuyo caso los ciclos 2 existen
localmente justo dentro de la región de estabilidad cerca del ĺımite y son inestables.
Esto parece ocurrir a lo largo de la porción creciente de la bifurcación ĺımite ciclo 2.
La rama de bifurcación ”da la vuelta”, sin embargo, y se estabiliza antes de volver a la
región de inestabilidad (es decir, ocurre una bifurcación de nodo de silla de montar).
Esto crea la posibilidad interesante de múltiples atractores en este modelo (y efectos de
histéresis). Para valores del parámetro sólo dentro de la región de estabilidad y cerca
de la porción creciente del ĺımite de bifurcación ciclo 2, existe un equilibrio estable y
uno ciclo periodo 2 estable.
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Figura 2.16: Gráfico del diagrama de bifurcación tomando como parámetro µa, con
b = 5, µl = 0.5, con chl = 0.009, = cha = 0.011 y cpa = 0.016.
2.2.2. µa como parámetro de bifurcación
Al tomar como parámetro de bifurcación µa, que a diferencia del caso anterior, si
tiene sentido biológico, pues en el laboratorio es posible manipular la tasa de muerte
adulta por supresión o adición del número de adultos, la dinámica que se presenta para
este caso es de mucha riqueza, pues presenta ciclos aperiódicos que no necesariamente
implican caos. En la Fig. 2.17, 2.19 y 2.21, se muestran algunas configuraciones de la
dinámica para este caso, para los demás valores de los parámetros µl =0.5, chl = 0.009,
cha = 0.011, cpa = 0.016, con b = 5 en las Figuras 2.16 y 2.17, b = 11 en las Figuras
2.18 y 2.19 y, b = 11 en las Figuras 2.20 y 2.21.
En la Fig. 2.16, el diagrama de bifurcación predice una solución de equilibrio estable
para un buen número de valores de la tasa de muerte adulta. A medida que µa crece,
el equilibrio estable se bifurca en una solución bucle invariante, para un valor alto del
parámetro µa ≈ 0,825. En la Fig. 2.17, se muestran las series de tiempo antes y después
de la bifurcación, en azul un equilibrio estable y en rojo la solución bucle invariante.
En la Fig. 2.18, el diagrama de bifurcación muestra como el atractor cambia a me-
dida que la tasa de muerte adulta µa cambia en el intervalo [0, 1]. Con una baja tasa de
muerte adulta el modelo predice la dinámica de un equilibrio estable. Sin embargo el
equilibrio pierde estabilidad en µa ≈ 0.11 y ocurre una bifurcación a un ciclo 2 estable,
desde valores bajo de µa hasta valores intermedios. Este ciclo 2 a su vez es sometido
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Figura 2.17: El gráfico muestra las series de tiempo para µa =0.4 (azul) y µa =0.96
(rojo). Los valores de los demás parámetros b = 5, µl = 0.5, con chl = 0.009, = cha =
0.011 y cpa = 0.016.
Figura 2.18: Gráfico del diagrama de bifurcación tomando como parámetro µa, con
b =11.68, µl = 0.5, con chl = 0.009, = cha = 0.011 y cpa = 0.016 .
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Figura 2.19: El gráfico muestra las series de tiempo para µa =0.2 (azul), µa =0.5 (rojo)
y µa =0.85 (verde). Los valores de los demás parámetros b = 5, µl = 0.5, con chl =
0.009, = cha = 0.011 y cpa = 0.016.
a una bifurcación en µa ≈ 0.36 y de nuevo se tiene un equilibrio estable, cuando µa
aumenta de valores intermedios a valores altos. Finalmente para valores cercanos a 1,
el equilibrio estable se desestabiliza de nuevo y ocurre una bifurcación en bucles inva-
riantes estables, es decir, la población de escarabajos exhibirá cuasiperiodicidad, que
no necesariamente implica caos como se verá en la siguiente sección. En la Fig. 2.19,
se muestran las series de tiempo antes y después de las bifurcaciones, un equilibrio es-
table en rojo, una solución periodo 2 en azul y una solución bucles invariantes en verde.
En la Fig. 2.20, el diagrama de bifurcación, a diferencia de los dos anteriores, no pre-
senta equilibrio estable. Cuando µa cambia de valores bajos a valores altos la dinámica
que se presenta es una solución ciclo 2. El ciclo 2 se bifurca en µa ≈ 7.23 y ocurre una
dinámica de bucles invariantes con el número total de escarabajos tomando valores
entre 150 y 580. En la Fig. 2.21, se muestran las series de tiempo antes y después de
las bifurcaciones, un ciclo 2 en azul y una solución bucles invariantes en rojo.
Las bifurcaciones que predice el modelo LPA (2.4), no son las consecuencias intui-
tivas de un incremento en la tasa de muerte adulta. Son consecuencias de fenómenos
altamente no lineales. Debido a que no es dif́ıcil manipular esta tasa de muerte en expe-
rimentos de laboratorio, como ya se hab́ıa mencionado antes, Dennis y sus colegas [7],
han encontrado en este escenario una excelente oportunidad experimental para probar
la teoŕıa de población no lineal; logran probar de manera exitosa que estos modelos de
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Figura 2.20: Gráfico del diagrama de bifurcación tomando como parámetro µa, con
b =20, µl = 0.5, con chl = 0.009, = cha = 0.011 y cpa = 0.016.
Figura 2.21: El gráfico muestra las series de tiempo para µa = 0.2 (azul) y µa =0.95
(rojo). Los valores de los demás parámetros b = 5, µl = 0.5, con chl = 0.009, = cha =
0.011 y cpa = 0.016
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bifurcaciones que se predicen, guardan una estrecha relación, cuantitativa y predictiva,
entre un modelo matemático y una población biológica real. Este hecho es de resaltar,
debido a que son escasos los casos en donde esto ocurre, por la imposibilidad de mani-
pular sistemas ecológicos de manera controlada.
De acuerdo a lo anterior, una implicación biológica importante, es que el incremen-
to, incluso a tasas muy altas en la tasa de muerte adulta, contrario a lo que se podŕıa
pensar intuitivamente no extermina la población, la dinámica se complejiza, advirtien-
do que la mano del hombre al querer controlar el tamaño de poblaciones reales, podŕıa
traer consecuencias inesperadas y catastróficas en algunos casos.
2.2.3. cpa como parámetro de bifurcación
Se toma ahora como parámetro el coeficiente de canibalismo de los adultos hacia
las pupas cpa, es decir, se hace variar el valor de cpa de 0 a 1. Los demás valores de
parámetro permanecen constantes, tomando b = 7.876, µl = 0.1613, chl = 0.01385,
cha = 0.0114 y µa = 0.6 en el primer caso y µa =0.96 en el segundo.
Figura 2.22: Gráfico del diagrama de bifurcación tomando como parámetro cpa, con
µa =0.6, b = 7.876, µl = 0.1613, chl = 0.01385, cha = 0.0114.
En la Fig. 2.22, el diagrama de bifurcación muestra un equilibrio estable para tasas
muy pequeñas de canibalismo adulto hacia las pupas. Cuando cpa crece más allá de
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Figura 2.23: El gráfico muestra las series de tiempo para cpa =0.02 (azul) y cpa =0.2
(rojo). Los valores de los demás parámetros b = 7.876, µl = 0.1613, chl = 0.01385,
cha = 0.0114.
(aproximadamente) 0,031, se presenta una bifurcación, la única para este caso. En
la Fig. 2.23, se muestran las series de tiempo antes y después de la bifurcación, un
equilibrio estable en azul y una solución bucles invariantes en rojo.
En la Fig. 2.24, el diagrama muestra una compleja serie de bifurcaciones de atrac-
tores. Para valores muy pequeños de cpa, el atractor es un equilibrio y para valores de
cpa mayores que (aproximadamente) 0.42, el atractor es un ciclo 3. Para valores de cpa
entre estos dos valores hay una compleja colección de atractores. Para el valor cpa ≈
0.006, el equilibrio estable se somete a una bifurcación bucle invariante. Existen en
esta región movimientos aperiódicos intercalados con regiones de ”bloqueo periódico”
en donde el atractor es un ciclo periodico generalmente de periodo alto (por ejemplo,
para cpa = 0.1 es un periodo 8). Para valores de cpa entre 0.18 y 0.42 existen órbitas
caóticas, como se probará en la siguiente sección. En la Fig. 2.25, se muestra la serie
de tiempo para cpa = 0.1, en donde se aprecia el ciclo de periodo 8.
En la Fig. 2.26 se muestra la serie de tiempo para cpa = 0.35 donde se observa un
comportamiento caótico del tamaño total de la población.
La Fig. 2.27 muestra la serie de tiempo para cpa = 0.8 en donde se aprecia clara-
mente un ciclo de periodo tres. En esta última serie de tiempo, al inicio de la serie
pareciera que se presenta un comportamiento aperiódico, esto es para tiempos menores
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Figura 2.24: Gráfico del diagrama de bifurcación tomando como parámetro cpa, con
µa =0.96, b = 7.876, µl = 0.1613, chl = 0.01385, cha = 0.0114.
Figura 2.25: El gráfico muestra las series de tiempo para cpa =0.1. Los valores de los
otros parámetros b = 7.876, µl = 0.1613, chl = 0.01385, cha = 0.0114.
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Figura 2.26: Gráfica de las series de tiempo para cpa =0.35, b = 7.876, µl = 0.1613,
chl = 0.01385, cha = 0.0114.
Figura 2.27: El gráfico muestra las series de tiempo para cpa =0.8, b = 7.876, µl =
0.1613, chl = 0.01385, cha = 0.0114.
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a 120, sin embargo para tiempos mayores el tamaño total de la población comienza a
oscilar entre los tres valores que forman el ciclo. En la siguiente sección se verá, como en
efecto, para cpa = 0.35 el comportamiento es caótico, usando un criterio que cuantifica
la entroṕıa de un sistema: los exponentes de Lyapunov.
2.3. Comportamiento caótico
El principal objetivo al estudiar un sistema dinámico, es el entender el comporta-
miento a largo plazo de los estados. Debido a las no linealidades presentes en el sistema
(1.4), existen determinadas condiciones donde el comportamiento para tiempos gran-
des es impredecible, como lo muestra la Fig. 2.26. Estas soluciones asintóticas acotadas
del sistema (1.4), que no tienden a ningún conjunto ĺımite, reciben el nombre de órbi-
tas caóticas; la dinámica caótica es caracterizada por una divergencia exponencial de
puntos inicialmente cercanos, lo que se conoce como sensibilidad a las condiciones ini-
ciales. Esta sensibilidad a las condiciones iniciales en un sistema dinámico puede ser
cuantificada con lo que se conoce como Exponentes de Lyapunov.
2.3.1. Exponentes de Lyapunov
Detectar la presencia de caos en un sistema dinámico es un importante problema
que puede resolverse mediante el Máximo Exponente de Lyapunov. Los exponentes de
Lyapunov cuantifican la divergencia exponencial de trayectorias inicialmente cercanas
en el espacio de estados y estima la cantidad de caos en un sistema dinámico. La im-
portancia de estos exponentes es que pueden aplicarse a órbitas no periódicas, pues una
caracteŕıstica de las órbitas caóticas es la sensible dependencia sobre las condiciones
iniciales.
En la Fig. 2.24 se muestra el diagrama de bifurcación, tomando como parámetro
el coeficiente de canibalismo de adultos sobre las pupas y, los valores de los demás
parámetros se fijan en b = 7.876, µl = 0.1613, chl = 0.01385, cha = 0.0114, valores
calculados en [7]. La dinámica que surge, para esta configuración de parámetros es
aún más compleja (caótica) que la de los otros diagramas de bifurcación analizados.
Demostraciones rigurosas que prueben la presencia de caos en sistemas como (1.4), son
dif́ıciles de encontrar, y por ello se recurre a los métodos numéricos para encontrar
evidencia de esta clase de comportamientos. Como se dijo antes, una medida t́ıpica
para caracterizar cuantitativamente el comportamiento caótico, son los exponentes de
Lyapunov, que miden la divergencia de órbitas con ligeras diferencias en las condicio-
nes iniciales; un exponente de Lyapunov positivo es prueba de comportamiento caótico.
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Figura 2.28: Diagrama de los exponentes de Lyapunov como una función de cpa, con
los valores para los otros parámetros: b = 7.876, µl = 0.1613, chl = 0.01385, cha =
0.0114.
Para ilustrar el concepto de exponente de Lyapunov, considere una esfera unitaria
centrada en el punto inicial de una órbita (L0, P0, A0) del modelo LPA. La imagen de
cada punto de esta esfera por medio del sistema (1.4) es aproximadamente un elipsoide;
esto es debido a que cerca del punto (L0, P0, A0), la acción del mapa es aproximada-
mente un mapa lineal definido por la matriz Jacobiana (2.7) evaluada en (L0, P0, A0)
y porque un mapa lineal aplica esferas en elipsoides. De manera que la esfera unita-
ria por acción del mapa es expandida en unas direcciones y contráıda en otras. Más
espećıficamente, la esfera se contrae en las direcciones donde los ejes de la elipsoide
son menores que 1, en longitud. En estas regiones órbitas cercanas del modelo LPA,
convergen. Por el contrario, la esfera se expande en las direcciones en donde los ejes
de la elipsoide son mayores de 1 y en estas regiones órbitas cercanas divergen. Este
proceso se puede repetir a lo largo de la órbita mediante la aplicación del mapa LPA
repetidas ocasiones. Por ejemplo, mediante la aplicación del mapa LPA dos veces se
obtiene el valor que toma el punto inicial dos unidades de tiempo en el futuro. Bajo la
aplicación de esta iteración, la esfera de nuevo evolucionará en un elipsoide que puede
aproximarse por la acción de una matriz jacobiana, pero esta vez el Jacobiano invo-
lucrado es el del modelo LPA iterado (la primera composición del mapa). Del mismo
modo, podemos aproximar el elipsoide obtenido después de t iteraciones del mapa LPA
calculando la matriz Jacobiana de la t-ésima composición del mapa LPA. La longitud
rt del eje mayor de esta elipse es el máximo factor de crecimiento y ln rt es su tasa
37
de crecimiento exponencial sobre el peŕıodo de tiempo t. El promedio por unidad de
tiempo de esta tasa de crecimiento exponencial (es decir, t−1 ln rt en el ĺımite cuando





Si el exponente dominante de Lyapunov de una órbita es positivo, entonces en prome-
dio, a lo largo de la órbita hay divergencia de (al menos algunas) órbitas cercanas y
por lo tanto, sensibilidad a las condiciones iniciales. Este es el caso si la órbita es caótica.
Una forma de calcular el exponente de Lyapunov consiste en calcular rt para valo-
res grandes de t. Las longitudes de los ejes de la elipse imagen en el paso t son las
ráıces cuadradas de los valores propios de la matriz JtJ
T
t donde Jt es la matriz Ja-
cobiana (2.7) evaluada en el t-ésimo punto de la órbita. Sin embargo, aparecen en la
literatura muchos otros métodos de cálculo, diseñados para de cálculo numérico más
eficiente [1], [15].
En la Fig. 2.28 se grafican los exponentes de Lyapunov como una función de cpa. Al
comparar los valores de cpa, en el diagrama de bifurcación para los cuales el compor-
tamiento es aparentemente caótico, vemos que coinciden con los valores de cpa para
los cuales el exponente de Lyapunov es positivo, sello de comportamiento caótico. Lo
más interesante de estos resultados es que en [7], Dennis y sus colegas confrontan los
resultados del modelo LPA, con los datos experimentales obtenidos bajo condiciones de
laboratorio, encontrando también este tipo de comportamiento caótico bajo condiciones
similares a las del modelo determinista.
Además, las aproximaciones numéricas de los exponentes de Lyapunov indican que
existen atractores caóticos para muchos valores de cpa, por ejemplo valores que satis-
facen 0,18 < cpa < 0,42. Por ejemplo, el atractor en cpa=0.35 tienen exponente de
Lyapunov dominante positivo ln rt ≈ 0,0976.
4. Conclusiones
Se ha introducido el modelo LPA, que describe la dinámica de evolución de la es-
pecie Tribolium Castaneum, en un sistema de tres ecuaciones en diferencia no lineales,
con el objetivo de estudiar los cambios en número que sufren las poblaciones, en las di-
ferentes fases de vida de la especie, determinar sus causas, predecir su comportamiento
y analizar sus consecuencias ecológicas, de lo cual se concluye lo siguiente:
1. El canibalismo sirve como mecanismo de control de la población, causando fluc-
tuaciones en los números de larvas, pupas y adultos, fluctuaciones que no se
presentan si el canibalismo no está presente. Es decir, el canibalismo es determi-
nante en la dinámica de la población de la especie, pues se tiene, por ejemplo,
que hay supervivencia de la población en circunstancias que sin canibalismo se
produciŕıa extinción.
2. Se muestra en este modelo que un comportamiento caótico no implica la extinción
de la población.
3. En modelos no lineales como el modelo LPA, la teoŕıa de linealización del sistema,
es decir la aproximación local por medio de la matriz Jacobiana, es fundamental
para comprender la dinámica implicada.
4. Es clara la riqueza del sistema LPA, tanto desde el punto de vista matemático,
como desde el punto de vista ecológico. Se evidencia la presencia de fenómenos
no lineales en poblaciones reales evidenciando la importancia de la no linealidad
en ecoloǵıa.
5. Las diversas configuraciones de dinámica encontradas en el modelo: extinción,
equilibrio, periodicidad, aperidiocidad (caos), son un buen ejemplo práctico para
tener en cuenta.
6. El modelo sugiere que se debe adoptar una posición cauta para el manejo o
control de poblaciones naturales, pues en un sistema poblacional mal entendido,
la intervención humana puede llevar a resultados inesperados e indeseables, lo
observamos al manipular los diferentes parámetros del sistema, tales como la
tasa de muerte de los adultos, el coeficiente de canibalismo de los adultos hacia
las pupas; un caso particular es el que se presenta para una tasa de muerte de
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adultos del 0,95, pues lo esperado seŕıa la extinción de la población, sin embargo
el resultado es totalmente opuesto.
7. Fluctuaciones en apariencia simple presentan una dinámica muy complicada; es
más, su comportamiento no es completamente claro para ciertos valores de los
parámetros.
8. En un sistema no lineal como el modelo LPA, en general, es complicado tener
acceso a pruebas rigurosas sobre la estabilidad de los equilibrios, los tipos de
bifurcación que se presentan y la presencia de caos.
9. Las pruebas rigurosas para la existencia de atractores caóticos son dif́ıciles. Sin
embargo las aproximaciones numéricas de los exponentens de Lyapunov indican
que existen tales atractores para ciertos valores de los parámetros del modelo
LPA.
10. Cabe resaltar el papel fundamental que juegan los métodos numéricos en la
dinámica compleja, en donde son pocas las ocasiones en donde es posible elaborar
un análisis matemático completo y riguroso para determinar el comportamiento
de la mayoŕıa de estos sistemas, en particular el del modelo LPA.
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